Radijvektori u V3(0)
Zadatak 1. Za koje vrijednosti parametara A, i € R vektori @,b, ¢ € V3 (O) zadani s
(a) @=i+j+3k b=2i+\+6k =i+ uk,
(b) G=—Ai+2\j+ Xk, b=ypk, é=-Xi+\+p)j

¢ine bazu za V3(0)?
Rjesenje. (a) Ispitujemo za koje A, u € R su vektori d, l;, ¢ linearno nezavisni. Za skalare «, 5,7 € R imamo
0=ad+pb+7
= a(i+ ]+ 3k) + B(2i + \j + 6k) + (i + k)
= (a+28+7)i+ (a+A3)j + (3o + 68 + p7)E.

Zbog linearne nezavisnosti vektora ;,5, k posljednja jednakost je ekvivalentna

a+28+ v=0, a+ 28 + v =0,
a+ A3 =0, <— (A=2)8 - ~v =0,
3o+ 68+ puy =0. (w—3)y=0.

Ovdje smo dodali prvu jednadzbu pomnozenu s —1 drugoj i pomnoZenu s —3 trec¢oj; tako smo dobili trokutasti

sustav.

Pitamo se za koje vrijednosti parametara A, € R ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje « = § = v = 0.
Slu¢ajeve promatramo s obzirom na to kad su dijagonalni koeficijenti jednaki 0. Ako je A # 2 i u # 3, tada
se lako dobije da je @« = 8 = 7 = 0 jedinstveno rjeSenje pa su vektori linearno nezavisni. Za A = 2 nije
tesko provjeriti da je « = 2,8 = —1,+ = 0 primjer netrivijalnog rjeSenja pa vektori nisu linearno nezavisni.
Analogno, za p = 3 lako vidimo da je « = 1,8 = 0,7 = —1 primjer netrivijalnog rjeSenja pa vektori nisu

linearno nezavisni.
Zakljuéujemo da je {@, b, &} baza za V3(0) ako i samo ako je A € R\ {2} i p e R\ {3}.
(b) Ispitujemo za koje A, u € R su vektori @, l_;, ¢ linearno nezavisni. Za skalare «, 8,7 € R imamo
0=ad+8b+~7
(=N + 207 + AR) + B(uk) + (=T + (A + p)f)

(=Aa = M)+ 2xa+ A+ )i + Qe+ pb)k

Zbog linearne nezavisnosti vektora f, j, k posljednja jednakost je ekvivalentna

- — Ay =0, - — Ay =0, A + Ay =0,
2\ + A+ p)y=0, = (=A+up)y=0, = ub — Ay =0,
Ao+ pf =0. uB — Ay =0. (=A+u)y=0.

Prvo smo dodali prvu jednadzbu pomnozenu s 2 drugoj i pomnoZenu s 1 treéoj. Zatim smo prvu jednadzbu

pomnozili s —1 i zamijenili poredak druge i treée jednadzbe; sada imamo trokutasti sustav.

Pitamo se za koje vrijednosti parametara A, € R ovaj sustav ima jedinstveno rjeSenje « = § = v = 0.
Slu¢ajeve promatramo s obzirom na to kad su dijagonalni koeficijenti jednaki 0. Ako je A # p i A\, # 0, tada
se lako dobije da je « = 8 = v = 0 jedinstveno rjeSenje pa su vektori linearno nezavisni. Za A\ = u nije tesko
provjeriti da je = 1,8 = —1,v = —1 primjer netrivijalnog rjeSenja pa vektori nisu linearno nezavisni. Za
A = 0 lako vidimo da je « = 1,8 = 0,y = 0 primjer netrivijalnog rjeSenja pa vektori nisu linearno nezavisni.
Analogno, za p = 0 lako vidimo da je a = 0,8 = 1,+v = 0 primjer netrivijalnog rjeSenja pa vektori nisu

linearno nezavisni.

Zaklju€ujemo da je {@,b, ¢} baza za V3(0) ako i samo ako vrijedi A, u € R\ {0} i A # p.



Zadatak 2. Pokazite da su sljedeéi skupovi vektora komplanarni:
(a) {7 — 7,7 =k -1},
(b) {i+k, —i+25,30 — 4] + ki + 2] + 2k},
(¢) {i+27,2i+4], —F+ki+j+k},
(d) {(1—t)i+tj+k:teR}.
Rjesenje. U svakom od skupova na¢i ¢éemo dva nekolinearna vektora; tada postoji (jedinstvena) ravnina 7 kroz

ishodiste koja ih sadrzi. Nakon toga ¢emo pokazati da su ostali vektori iz skupa prikazivi kao linearne kombinacije
ta dva te stoga leze u istoj ravnini .

(a) Ovdje je rijec o tri vektora pa je dovoljno pokazati da nisu linearno nezavisni. Ispitujuéi linearnu nezavisnost
na standardni nacin, lako dolazimo do izraza

1-G=D4+1-G—k) +1-(k—=i)=0
pa zakljuc¢ujemo da su vektori komplanarni.

(b) Odaberimo nekolinearne vektore i+ki—i+ 27 te lako izratunamo da za ostale vektore vrijedi

-,
)

3i—A4j+k=(i+k)—2(—i+2))

-,

P4 2]+2k =20+ Fk) + (—i + 27)

Dakle, svi vektori leze u ravnini kroz ishodiste odredenoj s i+ki—i+ 2;.
(¢) Odaberimo nekolinearne vektore i+ 2; i —j—f— k te lako izradunamo da za ostale vektore vrijedi

2 +47 =20 +2)),  i+j+k=@+2)+(=j+h.
Dakle, svi vektori leze u ravnini kroz ishodiste odredenoj s i+ 2}1 —54— k.
(d) Zat =0 odnosno t = 1 odaberimo nekolinearne vektore i+ki i+ k te lako izracunamo da za ostale vektore
vrijedi . . .
(I—tyi+tj+k=>0—-0)(i+k)+t(Hj+k), za proizvoljan t € R.
Dakle, svi vektori leZe u ravnini kroz ishodiste odredenoj s i+ ki j’—i— k.

Drugo rjesenje. 1z analiticke geometrije znamo da je ravnina kroz ishodiste u trodimenzionalnom prostoru definirana
jednadzbom Az + By + Cz = 0 za neke koeficijente A, B,C € R koji nisu svi jednaki 0. Stoga zadatak moZzemo
rijesiti i tako da eksplicitno nademo jednadzbu ravnine gornjeg oblika koja sadrzi krajnje toc¢ke zadanih radijvektora.
U svakom od podzadataka dobivamo sljedeée ravnine:

Zadatak 3. Pretpostavimo da su @), U, U3 € V3(O) nekomplanarni vektori. Pokazite da vektori

U1, U1 + Ua, U1 + U + U3
¢ine bazu za V3(0). Prikazite vektor av + Bt + 93 € V3(0) za a, 3,7 € R kao njihovu linearnu kombinaciju.
Rjesenje. Pokazujemo linearnu nezavisnost vektora o, 01 + U2, U1 + Up + U3. Za skalare A, B,C € R imamo

0 = A + B(¥ + ¥) + C(¥h + 2 + U3) = (A+ B+ C)t + (B + CO)iz + C.



Buduéi da su vektori v, U2, U3 linearno nezavisni, gornja jednakost je ekvivalentna s

A+B+C=0,
B+C =0,
C =0.

odakle lako dobivamo A = B =C = 0.
Fiksirajmo neke «a, 5,7 € R. Trazimo skalare A, B,C € R takve da vrijedi

avy + Bus + yU3 = At —|—B(171 +’l72) —|—C(171 + Uy +173) = (A+B—|—C)171 + (B‘i’C)UQ + C'vs.

Zbog linearne nezavisnosti vektora 1, s, U3 smijemo izjednaciti koeficijente pa je prethodna jednakost ekvivalentna
s

A+ B+C = q,
B1C=p,
C=r.

odakle o¢itavamo da je jedinstveno rjeSenje danos C =, B = —~v, A = a— 3. Dakle, zaklju¢ujemo da je trazeni
prikaz dan s
(= B)o1 + (B = 7)(0h + V) +v(0h + U2 + U3) = ath + Bz + 7U3.



