Linearna algebra 1
probni 1. kolokvij — rjesenja
14.11.2023.

1. Pokusajmo sustav transformirati na ekvivalentni sustav koji je gornje-trokutast:

AT+ 20+ 13 =1, ( Az, + 9+ rg =1,
2 81+ 10+ x3=1, <~ — X9 — r3 = —1,
3AT1 + 22 + Az = 1. \ — 229 + (A — 3)a3 = —2.
(A1 + 29 + z3 =1,
<~ — Xy — Ty = —1,
\ (A—1)z3 =0.

Sada razmatramo sluc¢ajeve s obzirom na to jesu li dijagonalni koeficijenti A, —1, A — 1
nula ili razli¢iti od nula.
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Pretpostavimo A\ = 1. Tada je sustav ekvivalentan s

{«T1+SL’2+$3:1,

—I2—$3:—1.

odakle dobivamo z9 =1 — 3 te 1 = 1 — 9 — x3 = 0. Dakle, ako stavimo x5 = t,
sva rjeSenja su dana s

(1, 29,23) = (0,1 — ¢, 1), za proizvoljan ¢t € R.
Radijvektorski, imamo da su vektori
i=(1,2,3), b=(1,1,1), &=(1,1,1)

nekolinearni ali komplanarni, te je d = (1,1,1) komplanaran s njima pa sustav
ima oo rjeSenja ovisnih o jednom parametru.

Pretpostavimo A = 0. Tada je sustav ekvivalentan
To + T3 = 1,
—X92 — T3 = —1.
— X3 = 0.

odakle dobivamo z3 = 0 te 9 = 1 — x3 = 1 dok za x; nema nikakvih podataka.
Dakle, ako stavimo x; = t, sva rjeSenja su dana s

(1,9, 23) = (£,1,0), za proizvoljan t € R.
Radijvektorski, imamo da su vektori
a=(0,0,0), b=(1,1,1), &=(1,1,0)

nekolinearni ali komplanarni, te je d = (1,1,1) komplanaran s njima pa sustav
ima oo rjesenja ovisnih o jednom parametru.



3° Pretpostavimo A ¢ {0,1}. Tada je sustav ekvivalentan

)\Il + o + T3 = 1,
— Ty — T3 = —1.
()\ — 1).’133 =0.

odakle dobivamo 3 = 0 te 9 = 1 — 23 = 1 i zatim x; = %(1 —x9 —x3) = 0.
Stoga, rjeSenje je jedinstveno te je dano s

(271,1'2, 1‘3) = (0, 1, 0)
Radijvektorski, imamo da su vektori
a=(\2X\3)), b=(1,1,1), &=(1,1,))

nekomplanarni pa sustav ima jedinstveno rjesenje.
Time smo iscrpili sve moguénosti za A pa je diskusija zavrsena.

2. (a) Promotrimo matricu

1 000
1100
A=101 1 0
0011
00 01
Skup ¢e biti linearno nezavisan ako i samo ako je rang matrice A jednak 4. Racu-
namo rang:
(1) 00 0 1 0 00 10 0 0
1 100 0 (@ oo 01 0 0
A=l0 11 0|~fo 1 10[~]00 (o0
0 011 0 0 11 00 1 1
0 0 01 0 0 01 00 0 1
1 00 0 1 000
01 0 O 01 00
~10 01 0 ]~|0O0T1O0|=D,
000 (1 0001
00 0 1 00 0O

Imamo r(A) = r(D4) = 4 pa je skup zaista linearno nezavisan.

(b) Promotrimo matricu

1 00 0|1
110 0|0
B=|0 1100
00110
000 1]-1

Vektor (1,0,0,0, —1) ¢e biti linearna kombinacija vektora iz gornjeg skupa ako i



samo ako je r(B) = r(A). Ratunamo rang matrice B:

(1) 00 01 1 0 0
1 1000 0 (1) 0
A=l0o 1 10/0]|~]0 1 1
0 01 1|0 0 0 1
0 00 1|-1 0 0 0
100 010 100 0
010 010 0100
~l001 0f1]~]0O0T10
000 (D1 0001
000 1|1 0000
Imamo r(B) =r(Dy) =4 =
kombinacija.

3. Racunamo rang elementarnim transformacijama:

(1) 2 -1 -2 1
2 3 -1 =2 0
A=12 6 0 0

TN 12 0

1 0 00

0 0 10

0 4 0 A

0 A=6 0 0

Ako je A # 0, tada mnoZenjem zadnjeg stupca s

ekvivalentna matrici

ako je A # 6 (i mora vrijediti A # 0 od ranije).

2 1
1 @
2 2
A+4 8

1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 10
0 4 0 0 1 01
0 A—6 0 O 0 AN—-6 00
1 00 0
010 0 D3, akoje A =6,
0 01 0 Dy,
000 A—6
Ako je pak A = 0, tada je A ekvivalentna matrici
1 0 00 1 0 00
A 0 0 1ol (0 0 10
0 4 00X |o® 0o
0 A—6 0 0 0 -6 00

Sve skupa zakljuc¢ujemo

odnosno
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r(A) pa zaklju¢ujemo da vektor jest njihova linearna

dobivamo da je zadnja matrica

o O = O

ako je A € {0,6},
ako je A € R\ {0,6}

ako je A € {0,6},
ako je A € R\ {0,6}.
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4. Polinom mozZemo faktorizirati kao

p(x) = (z+1)(z = 1)(z - 2)

pa je
11
pA)=(A+DA-DA-2) =11
11
111 -2 1 1 0
(111 1 -2 1 ]=1o0
111 1 1 =2 0

odakle slijedi da je Trp(A) =0+0+0 = 0.



