Linearna algebra 1
1. kolokvij — rjesenja
21.11.2023.

1. Pokusajmo sustav transformirati na ekvivalentni sustav koji je gornje-trokutast:

Ary+ T+ x3=2, ( (1= Nzg+ (1 = MA)zz3 =2 — 2\,
T+ A+ 23 =2, = A=Daza+ (1—XNz3 =0,
r1+ T+ Axz = 2.  T1 + To + Axg = 2.
( (2—A= M)z =22\
= (A= 1D)ay + (1—=XNz3 =0,
(1 + To + ATz = 2.
(21 + Ty + A\rg = 2,
== « (A—1)ao + (1—MNazxs =0,
\ —A=1)A+2)z3 =2(1—-\).

Sada razmatramo slucajeve s obzirom na to jesu li dijagonalni koeficijenti 1, A — 1 i
—(A = 1)(A + 2) nula ili razli¢iti od nula.
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Pretpostavimo A = 1. Tada je sustav ekvivalentan s jednadzbom
1+ To+ax3=2
odakle dobivamo x3 = 2 — x1 — x9 pa zakljuCujemo da su sva rjesenja dana s
(1,29, 23) = (u,v,2 —u —v), za, proizvoljne u,v € R.
Radijvektorski u originalnom sustavu imamo da su vektori
i=(1,1,1), b=(1,1,1), &=(1,1,1)

kolinearni, te je d= (2,2,2) komplanaran s njima pa sustav ima oo rjeSenja ovisnih
o dva parametra.

Pretpostavimo A = —2. Tada je zadnja jednadzba ekvivalentna 0 = —2 pa sustav
nema rjeSenja. Radijvektorski u originalnom sustavu imamo da su vektori

a= (_27 1’ 1)7 g: (]-7 _27 1)7 c= (17 1a _2)

komplanarni, ali d= (2,2,2) nije komplanaran s njima pa sustav nema rjeSenja.

Pretpostavimo A € R\ {1, —2}. Tada iz trece jednadzbe slijedi
2
T3 = ——.
TTNF2

Iz druge jednadzbe slijedi
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te zatim iz prve dobivamo

2 22 2
A+2 A+2  A+2

$1:2—$2—)\ZE3:2

Stoga, rjeSenje je jedinstveno te je dano s

2 2 2
(21,22, 5) = (A+2’ At 2 /\+2> '
Radijvektorski u originalnom sustavu imamo da su vektori
a=(\1,1), b=(L,A1), &=(1,1,\
nekomplanarni pa sustav ima jedinstveno rjesenje.

Time smo iscrpili sve moguénosti za A pa je diskusija zavrSena.

2. (a) Promotrimo matricu

5 5 1
4 5 2
A=15 51
5 5 1
2 4 1
Skup ¢e biti linearno nezavisan ako i samo ako je rang matrice A jednak 3. Racu-
namo rang:
5 5 (1) o o (O 0 0 1 0 0 1
4 5 2 -6 -5 2 6 5 0 -9 0 0
A=\|55 1 |~f0 0o 1 |~f0 O O~ 0 0 O
55 1 0 0 1 0 0 O 0 0 0
2 4 1 -3 -1 1 3 (Do 3 (1o
001 1 00
1 00 010
~10 0 0]l=1]0 0 1|=Ds
000 000
010 000

Imamo r(A) = r(D3) = 3 pa je skup zaista linearno nezavisan.

(b) Promotrimo matricu

5 5 110
4 5 2|1
B=155 1|0
5 o 1|1
2 4110

Vektor (0,1,0,1,0) ¢e biti linearna kombinacija vektora iz gornjeg skupa ako i



samo ako je r(B) = r(A). Ratunamo rang matrice B:

5 5 (Do 0o 0o (W]o 0 0 110
45 21 —6 —5 2 |1 6 5 0]-1
B=|55 1/0[~]0 0 1[0]~]0 0 00
5 5 1|1 0o 0 1|1 0 0 01
2 4 1|0 -3 -1 10 3 (1) olo
0 0 1|0
—9 0 0]-1
~[0o 0oo0fo
0 001
0 100

Prva tri stupca zadnje matrice su linearno nezavisni, to znamo iz prijasnjeg ra-
¢una za matricu A. Nadalje, jasno je da Cetvrti stupac nije prikaziv kao linearna
kombinacija prva tri jer na cetvrtoj koordinati ¢etvrti stupac ima 1, a prva tri
imaju 0. Dakle, sva Cetiri stupca su linearno nezavisni pa slijedi 7(B) = 4.

Slijedi r(B) # r(A) pa zaklju¢ujemo da vektor nije njihova linearna kombinacija.

3. Racunamo rang elementarnim transformacijama:

3 (1) 1 4 o @O o o0 0 1 0 0
A_|N 4 101 A-12 4 6 -15| [rA-120 6 3
ST 17 3 -20 7 10 =25 -20 0 10 5

2 2 X 3 -4 2 A=2 -5 —4 0 A—2 1

0o 1 0 0 01 0 0

A—12 0 6 3 A0 0 0 D3, akojeA=0ili A =4,

-4 0 2 (U 00 0 1 D,, akoje A#£0i\#4.

—4 0 x—2 1 00 A—4 0
Zakljucujemo:

F(A) = 3, akOJ.e/\E{O,Zl},
4, akoje A € R\ {0,4}.

4. Imamo Tr A =2+ 1+ 1 = 4 pa vrijedi

p(r) =2 —dz +4 = (v - 2)%

Zakljucujemo
01 1\° /2 0 o0
p(A)=A-2)’=|1 -1 1 | =[]0 3 -1
1 1 -1 0 -1 3



