Linearna algebra 1

2. kolokvij
30.01.2024.

1. Za n > 2 izracunajte determinantu

Rjesenge.
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_ prvim retkom ponistimo
~ ostale elemente u prvom stupcu

o 0 o0 ... 2 O
o 0 o0 ... 0 2
o -1 -1 ... -1 -1

= razvoj po prvom stupcu

2 0 ... 0 0 O
o 2 ... 0 0 0
o 0 ... 2 0 O
o o0 ... 0 2 0
-1 -1 ... -1 -1 1

— donjetrokutasta matrica
——
n — 2 puta

— 27172
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2. Za koje X € R je matrica

A=

_ o W
S O
— =W O
> DN 0o

regularna? Za sve takve \ nadite joj inverz A1

Rjesenje. PokuSajmo naéi inverz matrice A elementarnim transformacijama redaka.
Imamo

@ 1011000 1 1 0 1 1 00 0
32380100N0@35—3100
0 0120010 0O 0 1 2 0 01 0
1 01 X/0010 0 -1 1 A—1|-1 00 1
1 0 3 6 |—-2 1 0 0
0 -1 3 5 |—=3 1 0 0
o0 (L 2 /0 0 10
0 0 -2 A—6|2 -1 01
1 0 0 0 |-2 1 =30
0 -1 0 —-11]-3 1 =30
0 0 1 2 0 0 1 0
0 0 0 Xx=2|2 -1 2 1

Ako je A — 2 = 0, tada je zadnji redak nulredak pa je matrica A ekvivalentna matrici
ranga manjeg od 4. Slijedi da je tada A singularna. U nastavku stoga pretpostavljamo
da je A — 2 # 0 i dijelimo zadnji redak tim brojem.

100 0]-2 1 =3 0 1000 -2 1 =3 0
A— -\ 32— -
N01013—130N01003A:428??ﬁ§2
R I T S oLV xp e A
000 D5 75 5 13 0001155 = =2 =
Vidimo da inverz postoji za sve A € R\ {2} i dan je s
-2 1 =3
=8 3-A 38 1
A= A2 N2 3 A2
32 A2 a2 Az
2 o 2
A—2 A—2 A—2 A—2
3. Zadane su regularne matrice A, B € Mg(R) kao
1 -1 0 -1 1 -1 0 8 7 8 7 -8
-1 1 -1 0 1 1 -8 0 -7 0 0 8
0 -1 1 —-11 -1 0o 0 8 -7 8 8
A=l 0 111 1|0 PElas o0 77
1 -1 1 -1 1 0 § -8 7 =77 0
1 1 0 0 1 o 7 7 0 8 8

Izracunajte det(A?BA'B™').



Rjesenje. Prema Binet-Cauchyevom teoremu imamo

det(A?BA'B™1) = det(A)* det(B) det(A") det(B™)
= det(A)? det(B) det(A) det(B) ™!
= det(A)?

pa je dovoljno izra¢unati det A. Imamo

1) -1 0 -1
-1 1 -1 0
0 -1 1 -1
-1 0 -1 1

—1
1
-1

0 -1 -1
-1 1 -1

0 1 O
1 1 0
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— razvijemo po prvom stupcu
0 -1 -1
-1 1 -1
=|-1 -1 0
0 1 O
1 1 0
0 -1 -1
-1 2 -1
=-1 -1 0
0 1 O
1 0 0

— razvijemo po zadnjem retku
-1 -1 2 0

2 -1 10
-1 0 20

1 0 01

— razvijemo po zadnjem stupcu
-1 -1 2

=12 —-11

-1 0 2

— koristimo Sarrusovo pravilo
—24+1-2+4

= 9.
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Zaklju¢ujemo det(A2BA'B™1) = det(A)? = 125.

4. Rijesite sustav u ovisnosti o parametru A € R:

201 + 319 + 4dx3— x4 =09,
4x1 4+ dre+ 623 —204 =7,
621 + Txo + 8x3— 314 =9,
Az + 929 + 1023 — 424 = 11.




Rjesenje. Kad sustav zapiSemo matri¢no, radimo elementarne transformacije redaka:

(2) 3 4 15 2 3 4 ~1 5
4 5 6 —2|7 0 (1 2 0 3
6 7 8 =39 0 1 2 0 3
A9 10 —4 |11 0 9—2 10-2\ §—-4|11-32
2 0 -2 -1 —4
01 2 0 3
00 0 0 0
00 A—8 3—4|22-16
10 -1 —3 —2
01 2 0 3
00 A-=8 $—4|2X1-16
00 0 0 0
Ako je A = 8, tada ova matrica glasi:
10 -1 —%]-2
01 2 013
00 0 010
00 0 010
pa ocitavamo rjeSenje
) —2 1 :
) - 3 -2 0
o B + 1 + 0 ol a, B €R.
Ty 0 0 1

Nastavljamo dalje uz pretpostavku A\ # 8. Tada tre¢i redak mozemo podijeliti s A — 8
pa imamo

10 -1 —-1]-2 100 01O
01 2 0 3 010 —-1]-1
00 @ |2 001 4|2
00 0 010 000 01]0
Odavde ocitavamo rjesenje

T 0 0

T2 . -1 1

v | T | 2 + « _% , a e R



Linearna algebra 1

2. domaca zadaca
16.02.2024.

1. Neka je A € M,(F) matrica koja zadovoljava A% = I. DokaZite da je matrica A + [
regularna ako i samo ako je A = 1.

Rjesenje. Ako je A =1, tada je A+ [ = 21, §to je o€ito regularna matrica s inverzom
(2)t=1I

— 2

Obratno, pretpostavimo da je A 4+ I regularna matrica. Primijetimo da vrijedi
0=A*~-T=(A+1)(A-1).

MnoZenjem obje strane ove jednakosti slijeva s (A + I)~! dobivamo 0 = A — I odnosno

A=1.

2. Neka je A € M, (F) matrica koja zadovoljava A®> = 0. Dokazite da je tada matrica
(A —I)(A —2I) regularna. Uputa: inverz moZete potraZiti u obliku ol + BA + vA? za
neke koeficijente o, 3,y € F.

Rjesenje. Imamo
(af 4+ BA +~yA?) (A —I)(A—2I) = (ol + BA + vA?)(A* — 3A + 2I)
= (2a)] + (—3a +2B)A + (a — 38 + 27) A%
Ovaj izraz je jednak I ako i samo ako je
20 = 1,
3a+ 25 =0,
a—30+2y=0

odakle lako dobivamo jedinstveno rjeSenje o = %, b= %,7 = %. Dakle, kandidat za
inverz je matrica

1 3 7
I+ A+ -A?
2 + 4 * 8
za koju se lako provjeri i druga jednakost
1 3 7
A-DA-20)(=T+-A+-A*| =1
(A= na-an (e 3as )

pa zaklju¢ujemo da je matrica (A—1I)(A—2I) regularna s inverzom A~ = L 1+3A+1 A%

3. Dokazite da za sve matrice

A= a11 A12 B = bi1 b2 O = C11 C12 GMQ(R)
Q21 A22 ba1  bao Co1 C22
vrijedi formula
aj; a2 bip bio

azr Az bxn by = det(A — BO)

C11 C12 1 0
Co1 (99 0 1



Rjesenge.

ai
21
Ci1
Ca21

ai12
22
C12
C22

__ tredi redak pomnozen s —by1 i —b12

dodajemo u prvi i drugi, redom

apy — by — biacay
ag — barcyy — bagery
C11
Ca1
razvoj po zadnjem stupcu
aiy — byicyn — biaea

as1 — barci1 — bagery
C11

razvoj po zadnjem stupcu

aj; — biicin — bigeay

as1 — barcip — bagery

4. Za n € N izracunajte determinantu

Rjesenge.

d ain a2\ (biicin + biaca
et
Q21 Q22 ba1c11 + bagcyy
det(A — BC).
1 2 3 n—2 n—1 n
-1 2 3 n—2 n—1 n
0O -1 3 n—2 n—1 n
0 0 O n—2 n—1n
0 0 O -1 n—-1n
0O 0 0 0 -1 n

ai; — b a2 —biiciz 0 bio
a1 — barcir agy — barciz 0 by
C11 C12 1 0
Co1 Co2 0 1

Cetvrti redak pomnozen s —bi2 i —ba2
dodajemo u prvi i drugi,

redom
a2 — biicia — biacag
a2 — barc12 — bagcan
C12
C22

a12 — bi1ci2 — biacao
a2 — barc12 — bagcan
C12

a12 — bi1ci2 — biacar
a2 — barc12 — bagcar

o = O O

o

_— o O O

biiciz + biaca
baicia 4 baacao



1 2 3 ... n—=2 n—-1n
-1 2 3 ... n—=2 n—-1n
0 -1 3 ... n—=2 n—-1n
Dy=|: i S
0 0 0 ... n=2 n—-1n
0 0 0 -1 n—-1n
0 0 0 0 -1 n
= zasve 1 <i<n—1 tim redom od i-tog retka oduzmemo (¢ + 1). redak
2 0 0 ... 0 0 0
-1 3 0 ... 0 0 0
0o -1 4 ... 0 0 0
0 0 0 ... n—=1 0 0
0O 0 0 ... -1 0
0O 0 0 ... 0 -1 n

= gornjetrokutasta matrica
:2.3..(n_1)nn

=n-nl

5. Izracunajte (ako postoji) inverz matrice

123 4 5
135 7 9

A=|1 4 8 12 16| € Ms(R).
137 12 17
136 10 15

Rjesenje. Ispada



