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1. Za n € N izracunajte determinantu

123 ... n—2 n-—1 n
112 ... n—3 n—2 n—1
111 ... n—4 n—3 n—2
Dn: . . . E . .
1 11 1 2 3
1 1 1 ... 1 1 2
11 1 ... 1 1 1
Rjesenge.
1 3 n—2 n—-1 n
11 2 n—3 n—2 n—1
1 11 n—4 n—3 n—2
. od i-tog retka oduzmemo (i + 1)-vi redak,
: - redomzal<i<n-—1
1 11 1 2 3
1 11 1 1 2
1 11 1 1 1
012 ... n—3 n—-2 n-—1
001 ... n—4 n—3 n—2
000 ... n—=5n—4 n-3
00 0 . 0 1 2
00 0 . 0 1
1 11 1 1 1
— Laplaceov razvoj po prvom retku
12 ... n—3 n—2 n-—1
01 ... n—4 n—3 n—2
00 ... n—=5 n—4 n—3
= (=)™, . . . .
0 0 . 0 1
0 0 0 0 1

= gornjetrokutasta matrica

= (-1,




2. Za koje X € R je matrica

1 0 =10
-2 -1 4 1
4 0O 0 X 0
-2 0 2 1

regularna? Za sve takve A nadite joj inverz A~

Rjesenje. PokuSajmo naéi inverz matrice A elementarnim transformacijama redaka.
Imamo

(1)) 0 -1 01000 1 0 -1 0[1000
—2 -1 4 1|0 100 0 -1 2 1(2 100
0 0 X o0loo1o0o]| 7 ]l0o 0 X 0/00T10
-2 0 2 1|00 0 1 (000 0 12001
10 -1 0|1 0 00
01 -2 —1|-2 -1 0 0
“loo AXx 0]l0O 0 10
(00 0 12 0 01

Ako je A = 0, tada je tre¢i nulredak pa je matrica A ekvivalentna matrici ranga manjeg
od 4. Slijedi da je tada A singularna. U nastavku stoga pretpostavljamo da je A # 0 i
dijelimo treé¢i redak tim brojem.

10 -1 0[1 0 00
01 -2 —1|-2 =1 0 0
00@ o]0 0o Lo
00 0 1|2 0 0°1
(100 0|1 0 O
010 —-1{-2 -1 %0
“loo1 0|0 0 %0
o000 (M2 0 01
(100 0[1 0 $ 0
0100[0 -1 21
0010[0 0 10
000 1|2 0 01

Vidimo da inverz postoji za sve A € R\ {0} i dan je s

-1 _ -1 3
A 0 0 3 0
2 0 01

3. Za proizvoljnu matricu
ai b ¢
A = | a3 bg Co € M3 (R)
az by c3



dokazite da za sve z € R vrijedi formula

a;+bix ax+b
as + bgiL‘ a2 + b2 Cy| = (1 — $2) det A.
asz + bsx asxr +bs c3

Rjesenje. Koristimo aditivnost determinante s obzirom na stupce:

a1 +biz aiz+b ar ar+b bixr aix+b
as + bgl‘ Ao + bg Cco| = |ag a9x + b2 Co| + bQZL‘ aox + bg Co
as + ngL‘ asx + b3 C3 a3 asx + bg C3 bgl’ asx + bg C3

b1 a1 x + b1 C1
=detA+z|by ayx+by ¢
bg asx + 63 C3
— od drugog stupca oduzimamo prvi
b1 a1r C
=detA+x|by axr ¢

bg asxr C3

by a1
=det A+ 2%|by as ¢y
b3 as c3

— zamjena prva dva stupca

aq b1 C1

:detA—x2 Q9 b2 Cy
az by c3

= (1 —2%) det A.

4. Rijesite sustav u ovisnosti o parametru A € R:
T + 3+ T4 = A + 17
—X1 — )\ZL’Q - ()\ + 1)1’4 =—A\- 2,
(—>\ + 1)1’2 + 21‘3 — /\1‘4 = O,

Rjesenje. Kad sustav zapiSemo matri¢no, radimo elementarne transformacije redaka:

@ 0 1 1 A+1 [ 1 0 1 1 |[Xx+1
e N N ) R - e I WS B S |
0 —A+1 2 =)\ 0 0 —A+1 2 =X | 0
1 1 2 A+2 | A+2 0 (1 1 A+1| 1
(10 1 1 A1
00 A+1 A2 A—1
100 A+l A2—XA—1|A-1
(01 1 A1 1|
10 1 1 A1
01 1 A1 1
1o 0 A+1 22 A—1
00 A+1 A2—A—1][A—1 |




Ako je A = —1, tada ova matrica glasi

101 1,0
01101
000 1|-2
000 1|-2

Sto je ekvivalentno sustavu

T —|—$3+I4:O,

T2 + T3 = 1,
T —2,
Ty = —2
pa ocitavamo rjeSenje

I 2 —1
T . 1 —1
=l = o + o BE aeR
T4 —2 0

Nastavljamo dalje uz pretpostavku A £ —1. Tada treéi i etvrti redak mozemo podijeliti
s A+ 1 pa imamo

22041 | A242

10 1 1 [ A+1 L 00 =77 5y
01 1 A+l 1 010 57 |
2?2 A1 ~ AT A=l
0 0 @ /\zA_Jf\ll ﬁ 001 A£1 A1
00 1 o) A 00 0 @ 0
224242
1 000 %
10100 E
0010| 537
0001 0
Odavde ocitavamo jedinstveno rjeSenje
A24A+2
) T
NERE

A+1



