Poglavlje 4

Matri¢ni prikaz (zapis) linearnog operatora

Neka su V', W vektorski prostori nad F, dimV = n, dimW = m. Neka su (e) = {e1,...,en},
(f)={f1,.--, fm} baze za V odnosno W.

(1) Svaki vektor z € V ima jedinstveni prikaz oblika x = > | x;¢; koji zapisujemo u jednostupcanoj

matrici
z(e) =

Ovaj zapis zovemo matri¢ni prikaz vektora z u bazi (e), i on ovisi o bazi.

(2) Neka je A € L(V,W). Operator A je potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi. Vektori
Aey, ..., Ae, suu W pa ih mozemo prikazati u bazi (f) kao

Aej:Zozijfi, j=1,...,n.
i=1

Tako dobivene koeficijente piSemo u matricu

a1 Q12 ... Qg
921 Qo2 ... (op

A(f? 6) = : . : S an(F)
Om1 Om2 ... Omn

Ovaj zapis zovemo matri¢ni zapis operatora A u paru baza (e), (f). Po stupcima imamo

matri¢ne zapise vektora Ae; u bazi (f), j =1,...,n, tj.

A(f,e) = [(Ae))(f) (Ae2)(f) -+ (Aen)(f)].
ZADATAK 4.1. Zadan je jedini¢ni operator I : V' — V', I(v) = v i dvije baze (e) = {e1,...,en} i
(f)=A{f1,..., fn} vektorskog prostora V. Dokazite da je I(f,e) = I ako i samo ako je (f) = (e).
RJESENJE Primijetimo da je I(f,e) = I ako i samo ako je I(e;) = f;, i =1,...,n, odnosno ako
i samo ako je e; = f;, i =1,...,n, odnosno ako i samo ako je (e) = (f) O

ZADATAK 4.2. Odredite matricu operatora T : R* — R? T'(x,y) = (z+vy, z—y, z), u kanonskom
paru baza.
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POGLAVLJE 4. MATRICNI PRIKAZ (ZAPIS) LINEARNOG OPERATORA

RJESENJE Neka jes (e) = {e;, e2} oznacena kanonska baza za R?, as (f) = {f1, fo, f3} kanonska
baza za R3. Vrijedi da je

T(er) = (L L) = fit fat f3, T(ex) = (1,-1,0) = fi — fa.

Stoga je
1 1
T(fe)=|1 -1
1 0

ZADATAK 4.3. Odredite matricu operatora S : R® — My(R) zadanog sa

|-y y-—=z
S(w,y,2) = [z—x x—i—y—f—z}

u kanonskom paru baza.

RJESENJE Oznacimo kanonsku bazu za R3 s (¢) = {ey, ez, €3}, aza My(R) s (E) = {E11, E1a, Fo1, Ea}.

Tada je
1 o]
S(el)_ -1 1 :Ell_E21+E22
—1 1]
S(e2) = 0 1 = —Li + B+ By
0 1]
S(es) = 1 1 = —FEig 4+ Eo + Ey
pa je
1 -1 0
0 1 -1
SEO=10 0 1
1 1 1

ZADATAK 4.4. Neka je A : P3 — R? (u P3 su polinomi stupnja < 3) linearan operator zadan s
A(p) = (p(0),p(1)). Nadite mu matricu u kanonskom paru baza.

RJESENJE Oznatimo sa (e) = (1,t,¢?, %) kanonsku bazu za Ps, a sa (f) = ((1,0),(0,1)) ka-
nonsku bazu za R?. Vrijedi A(e;) = (1,1), A(ea) = (0,1), A(es) = (0,1), A(es) = (0,1) pa
je

ago=1 17

ZADATAK 4.5. Neka je A € My i T : My — M, zadan s T(X) = AX. Odredite matri¢ni prikaz
tog linearnog operatora u paru kanonskih baza.

RJIESENJE Neka je
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vrlJedl T(E11> == aEll +CE21, T(Elg) = CZE12+CE22, T(E21) = bE11+dE217 T(EQQ) = bE12+dE22'
Oznacimo (e) = {E11, Era, Eo1, Ea} pa je

- o[

o0 O
o o ©
O QO o
QU O T O

CINJENICE 4.1. 1. Neka su (e) =A{er,...,ent, (f) ={f1,..., fm} bazeza V. W,z € V, A €
L(V,W). Tada je

Ax(f) = A(f, )ale). (1)

2. Neka su (e),(f),(g) baze za V, W, X i neka su A € L(V,W), B € L(W,X). Tada je
BA € L(V,X) i

BA(g,e) = B(g, f)A(f,e). (4.2)

4.1 Promjena baze

Sada zelimo istraziti sto se dogada ako mijenjamo baze za prostore V', odnosno W.
CINJENICE 4.2. Neka je A € L(V,W), (&) = {e1,...,en}, (¢) = {€,,..., €.} dvije baze za V, a
() =Afi.- fuks (F) ={f1,. -, [} dvije baze za W.

1. Operator A i matri¢ni prikaz operatora A(f, e) u bilo kojem paru baza (e), (f) imaju isti rang,
£,
r(A) =r(A(f,e)). (4.3)

Posebno je A regularan operator ako i samo ako je matrica A(e) regularna.

2. Vrijedi
A (f/7 6/) = IW (f/7 f) A(f> 6)[\/ (67 6/) = IW <f7 f/)_l A(fa e)IV (6, 6/) (44)

Matricu Iy (e, €’) zovemo matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (¢).

NAPOMENA 4.3. Matricu prijelaza I(e,e’) mozemo zapisati i kao S(e), gdje je S € L(V)
operator zadan na bazi s Se; =¢,, i =1,...,n.

3. Specijalno ako je V = W, imamo
A(e) =1y (¢,e) A(e)Iy (e,¢') = Iy (e,¢') " Ae) Iy (e, €') . (4.5)

DEFINICIJA 4.4. Neka su A, B € M,(F). Kazemo da je matrica B sli¢na matrici A ako
postoji regularna matrica S € GL(n,F) takva da je B = S™1AS.

Dakle, formula (4.5) kaze da su matri¢ni prikazi operatora A € L(V) u razli¢itim bazama
slicne matrice.

4. Vrijediidajezax eV
z () =1y (¢, e)z(e) = Iy (e, ¢') " z(e). (4.6)
5. Ako su (e), (¢/) i (¢”) tri baze za V, imamo sljede¢u vezu izmedu njih:

Iy (e, e") =1y (¢, e,) Iy (e,¢") = Iy (e, )" Iy (e, ") (4.7)
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ZADATAK 4.6. Odredite matricu prijelaza iz baze (e) = {1,¢,1°} u bazu (¢/) = {1 —t,1 + ¢, t*}
vektorskog prostora P, (i obratno).

RJESENJE
1 10
Ip,(e,')= -1 0 0
0 11
Obratno je
0 -1 0
Ip, (¢ e) =Ip,(e,e)P=|1 1 0
-1 -1 1

ZADATAK 4.7. Odredite matricu prijelaza iz baze (¢’) = {(1,2), (2,3)} ubazu (¢”) = {(1,1),(1,-1)}
za R? (nijedna nije kanonska).

RJESENJE Vrijedi da je

Inz (€/,€") = Ina (¢ €) o (e, €") = Ino (e, €)' Ip2 (e, €”)
Cfr2ltr 1] [-1 -5
12 3 1 -1 |1 31"

ZADATAK 4.8. U R3 s (e) oznac¢imo kanonsku bazu. Zadana je i baza (¢/) = {e], €}, ¢4}, gdje su
€] = e;+ey+e3, €y = e + ey, €5 = e;. Odredite matricu linearnog operatora A : R® — R?
zadanog s Ae; = €, i =1,2,3, u bazi (¢).

RJESENJE Imamo

Ale) = Igs(e, €') =

— =
O = =
o O =

pa je
A(€) = Igs(e,e) P A(e) Ips(e,€') = A(e) L A(e)A(e) = A(e).

ZADATAK 4.9. Neka je (e) kanonska baza za R® i (¢/) = {(1,1,2),(2,0,0),(0,1,1)} jos jedna baza
za R3. Odredite

(a) (e1+es)(e),
(b) (e) — €5)(e),
(c) (e1—e2)(e),
(d) (e} —e5)(e).
RJESENJE
1
(a) (e1 +e3)(e)= |0
1
[—1
(b) () —e5)(e) = | 1
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1 20 1 0 -1 1 1 1
(c) (e1 —e2)(e') =1I(e,e)t(eg —ex)(e)= |1 0 1 -1l =5 i =3l |-1|=
2 01 0 0 2 -1 0 -2
1
(d) (e1 —ef)(e) = | 0
—1
1 1 1
ZADATAK 4.10. Zadana je matrica (1) _11 i operatora A : R® — M(R) u paru baza (¢/) =
1 1 0

o (Tt o] o] Jo1] oo .
oy, wo-n.onvi = {7 ol |5 o] o 3] [0 1]} ouedie At
za proizvoljan (z,xq, 13) € R3.

RJESENJE Neka su (e) i (f) kanonske baze za R® i My(R). Tada je
(Az)(f) = A(f. e)z(e) = L) (f, f)A(S', € ) rs (e, €) " x(e)

110 0|1 1 1| ¢ -1
_00100—12(1)3(1) o
I U] R U S U N e B
001 11 1 ot 75
110010 1 1] 4 i
(oo roof o -1 2f 7 2 2t
Sjrooooporoap oz 2
001 1)1 1 o]t L3
pa je
Az %l‘l + %l’g + %513'3 T+ o
Ty + T 221 + T2
11 1
ZADATAK 4.11. Zadan je operator A : R® — R3? matricom A(¢/) = |1 0 1 | u bazi (¢/) =
11 -1

_ o O

1 1
{(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)} te operator B : R® — P, matricom B(f’ e) = |1 0| u paru
0 0

kanonske baze za R® i baze (f') = {1,1 —¢,1 + t*} za P,. Odredite matricu operatora BA u
paru kanonskih baza.

RJESENJE Neka je (e) kanonska baza za R?, a (f) kanonska baza za P,. Tada je

BA(f,e) = B(f,e)A(e) = Ip,(f, f)B(f', e)Irs(e,e)A(e') Ips (e, e )"
1 1 1101 00t 1 1][1o0 0
1 11 (1 0 1 01 -1
01

1
0
0 11 —-1{ (0 0 1
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DZ 4.1. Nadite matricu operatora A € L(R?), A(z,y) = (v —y,z +y) u bazi {(1,2),(2,1)}.

RJESENJE

DZ 4.2. Nadite matricu operatora A € L(R3 Py), A(z,y,2) = = +y + 2z + 2zt u paru baza

{(1,1,0), (1,0, 1),
(0,0,1)} i {1+¢1—2t}.

RJESENJE

111
DZ 4.3. Zadana je matrica A(f,e¢’) = |1 0 1| operatora A : R® — P, u paru baza {(1, —1,0), (1,1, 0),
1 10

(1,0,1)} i {1,¢,¢*}. Odredite Az.

RJESENJE
111 ,
A(l’l, ZEQ,QTg) =z + 51’1 — 5(E2 + 5273 t+ ($1 — l’g)t .
12 0 1
. P . . 30 -1 2
DZ 4.4. Neka je A : R* — R* linearni operator dan svojom matricom A(e) = 5 5 3 1
12 1 3

u kanonskoj bazi. Neka je (¢/) = {e,¢h,e5,¢e,} baza za R? zadana s €] = e, € = e; + ey,
ey =e1 +extes, ey =e +ex+es+ ey, a(e’) jos jedna baza za R? zadana s €] = ey, € = ey,
" __ I __

ey = ey, €] = es.

(a) Za xz = (1,—1,2,1) odredite (Ax)(e), (Ax)(e').
~1
-3 .
. Odredite (Ay)(e).

6
-8

(b) Neka je y(e') =

(¢) Odredite matricu prijelaza iz baze (e) u (e” i A(e”).

(d) Odredite rang operatora A.

RJESENJE

0
(a) (Az)(e) = 2 (An)e) = |
4
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—24
() (Ay)e) = | of|-
—42
1 21 0
1302 -1
(@A) =11 9 3
2 51
() r(4) =4

O

ZADATAK 4.12. Neka je Z;, : R? — R? zrcaljenje s obzirom na pravac s jednadzbom y = kx, k # 0.
Odredite matri¢ni prikaz operatora Z; u kanonskoj bazi te matri¢ni prikaz u jos jednoj, po volji
odabranoj bazi.

RJIESENJE Iz jednog od prijasnjih zadataka znamo da je

Zi(z,y) = (z + ky, kx + k*y) — (z,y).

k2 +1
Stoga je

-2 _q 2k

_ | k2+1 k241
Zi(e) = { 2k 2 |-

k241 k241

Linearni operator 7, ¢e imati "najjednostavniji" matri¢ni prikaz u bazi koju ¢ine neki vektor
koji pripada pravcu y = kx i vektor koji lezi na pravcu koji je okomit na pravac y = kz, npr.

fi= k), fo=(1, _Tl) Stavimo (f) = {f1, fo}. Imamo Zy(f1) = f1 1 Zk(f2) = —f2 pa je
1 0
Uocite da smo iz posljednjeg matri¢nog prikaza lako mogli doéi i do matri¢nog prikaza Zy(e).

-1
Naime, vrijedi Zx(e) = I(e, f)Zx(f)I(f,e) = Ll{ i} : [é _011 . ﬁ i} . O
k k
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