Linearna algebra 2
Probni 2. kolokvij
02.06.2025.

1. Zadan je linearan operator A : R? — R? svojim prikazom u kanonskoj bazi
-2 5 7
Ale)=|1 0 -1
-1 1 2

Nadite bazu (f) za R? takvu da je A dijagonalna matrica. Izracunajte (A4%°)(e).

Rjesenje. Racunamo karakteristi¢ni polinom od A:

—2-X 5 7
ka(\) = ka () = det(A(e)—A) = | 1 =X —1|=—X4X=—-AA=1)(A+1).
—1 1 2—A

Slijedi da je o(A) = {—1,1,0}. Ra¢unamo svojstvene potprostore:

T -1 5 7] [n 2

Va(=1) =ker(A+ 1) = |ao| €R*: | 1 1 —1| |zp| =03 =<(t|-1|:tcR
|73 -1 1 3 T3 1
[21] -3 5 70 [2, 1

Va(l) =ker(A—I)={ |xo| €eR*: | 1 —1 —1| |2 =0p=Lt|2]|:teRy},
_LE3_ _—1 1 1_ XT3 -1

eR?:

|
Ly

Bazu (f) formiramo od svojstvenih vektora:

Va(0) = ker(A) = { F;

€3

2 1 1
f1 = |—1 3 f2 = 2 5 fg = 1] .

Tada znamo da je

Sada imamo

(AP)(f) = (A(f))* = [

U kanonskoj bazi dobivamo

-2 5 7
(A0)(e) = I(e, fYA)(F)I(f.e) = [1 0 1] {

2 -3 =5
=|-1 4 5.
1 -3 -4



2. Dokazite da linearan operator

o . a([]) =)

c
nije moguce dijagonalizirati.

Rjesenje. Oznacimo s (e) = {E11, Eva, Fa1, Fao} kanonsku bazu za M,. Lako izracu-
namo

0010
0001
A =150 0 0
0000
Racunamo karakteristi¢ni polinom od A:
-2 0 1 0
_ _ B 10 =A 0 1| a4
Ea(N) = kae)(X) = det(A(e) — AI) = 0 0 -\ 0 =(=A)"=A
0O 0 0 =\

Slijedi da je o(A) = {0}. Racunamo svojstveni potprostor:

Va(0) = ker(A) = {{g 8} cabe R}

Slijedi da je {E1, F12} baza za V4(0) pa je g(2) = dim V4(0) = 2. Bududi da je suma
svih geometrijskih kratnosti operatora A jednaka g(2) = 2, §to je manje od dimenzije
prostora dim M, = 4, zaklju¢ujemo da operator A nije moguce dijagonalizirati.

3. Na vektorskom prostoru R? zadan je skalarni produkt

(1, @2, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + T2y + 223ys3.
S obzirom na (-, -) ortonormirajte skup

{(2,2,2),(3,3,9), (1,0,0)}.

Rjesenje. Ocito za sve (11,22, x3) € R3 vrijedi

(21, T2, 23) || = /(w1 22, 23), (21, T2, 73)) = \/@f + 25 + 243,

Imamo
1(2,2,2)]| = V22 +22 +2.22 =4
pa je
1 111
= -(2.2.9=(==.=].
€1 4<a 7) (27272>
Imamo
(3,3,9) 111 =3 1+3 1+2 9 1—12
T\ 27279 ) 2 2
pa je

111 111 111
b= 339 - (639 (55:5)) (555) =839 -12(555) 559,



Imamo

1(=3,-3,3)] = v/(=3)2+ (-3)2+2-32 =6

pa je
by 1 1 11
= 2 (3,33 =(—2,—=,-).
€2 HbQH 6< ) ) ) ( 9’ 272)

Nadalje, imamo

oo (1L 1 oo (1 L\ 1
] I 2)272 _27 ) Y ) 27 272 - 2
pa je

om0 (3) (3~ (100 (34 D) (312
003 (332) 5 (-5-3)
(bd)

Napokon, imamo

G20)|= () (2 +2 0=k

bs ( 1 1 0)
ez =7——=|—F,—F, .
el T \V2 V2

(49 (43 (o)

je trazeni ortonormirani skup.

pa je

Dakle,

. Na unitarnom prostoru R?* sa standardnim skalarnim produktom zadan je potprostor

M = {(z,x,y,y) : x,y € R}.
Odredite M+ te neku njegovu ortonormiranu bazu i dimenziju.
Rjesenje. Ocito je {(1,1,0,0),(0,0,1,1)} baza za M. Imamo
(z1, T, T3, 74) € MT <= (11,79, 73,74) L (1,1,0,0),(0,0,1,1)

— <(J}1,ZL'2,ZE3,$4),(1,1,0,0)> :O’
<(.Z'1, T, X3, .CE4), (Oa 07 17 1)> - Oa

I1+ZE2:O,
<
T3+ x4 =0,

M* ={(a,—a,b,—b) : a,b € R}.

pa je



Vidimo da je {(1,—1,0,0),(0,0,1,—1)} baza za M+ pa je dim M+ = 2. Ocito su
vektori ve¢ ortogonalni pa ih je dovoljno normirati da bismo dogli do ortonormirane
baze za M~*. Imamo

{

pa je
1

(1,—1,0,0), —=(1, —1,0,0)}
V2

G-
[\
O

ONB za M*.



