Poglavlje 1

Unitarni prostori

1.1 Definicije i osnovna svojstva

DEFINICIJA 1.1. Neka je U (kona¢nodimenzionalan) vektorski prostor nad poljem F € {R,C}. Neka
je (-,) : U x U — F preslikavanje sa svojstvima:

(1) (a,a) >0

(2) (a,a) =0 ako i samo ako je a = 0,
(3) (a+b,c) = (a,c) + (b,c),

(4) (aa,b) = afa,b),

(5) (a,b) = (b,a)

za sve a,b,c € U, a € F. Preslikavanje (-,-) zovemo skalarno mnozenje na prostoru U, a skalar
(a,b) skalarni produkt vektora a i b. Uredeni par (U, (-, -)) zovemo unitarni prostor nad poljem
F.

NAPOMENA 1.2. Dimenzija unitarnog prostora (U, (-, -)) po definiciji je dimenzija vektorskog prostora
U.

Skalarni produkt se umjesto (a, b) pise i kao (a,b) = (a|b).

Direktno iz definicije unitarnog prostora slijede ova njegova svojstva:

(17) {a, Bb) = S(a,b),

(27) (a,b+¢) = (a,b) + (a,0),

za sve a,b,c € U, p € F. Takoder vrijedi
(3") (a,0) =(0,a) =0, zasvea € U.

PRIMJER 1.3. 1. Na prostoru F” definiramo preslikavanje (-,-) : F" x F* — F s

(x,y) == inm, r=(z1,...,70),y = (Y1, ...,Yn) € F".
i=1

Ovo je skalarni produkt na F”. Provjerimo mu svojstva:

(1) <y> .T) = Z?:l Yili = Z?:l Y = <$’ y>v
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(2) <a$7 y> = Zz 1 (O‘xl) Yi =« Z?:l TiYi = Oé(JJ, y>>
(3) <l’ +v, Z) = Zizl ($z + yz) zi = Z?:l TiZi + Z?zl Yizi = <x7 Z> + <y> Z>7
(4) Neka je x # 0. Tada je z; # 0, za bar jedan i pa je

n
Zx]xj = Z jz;[% = |a;]* + Z |z;|* > 0.

Jj=1 J#
Zato je (F™, (-,-)) unitarni prostor.

. Neka su a < b te n € N. Definirajmo preslikavanje (-,-) : P,, x P, — R sa:

_ / gty dt, g€ C(la,b]).

Ovo je dobro definirano preslikavanje i zadovoljava svojstva skalarnog produkta. Svojstva (1)-(3)
proizlaze direktno iz svojstava Riemannovog integrala. Nadalje,

b
(f, )= / f(t)f(t)dt > monotonost integrala > / 0dt =0.

Ako je (f, f) =0, onda je f = 0 na [a,b]. Zaista, ako je f(to) # 0 za neko ¢y € [a, b], onda zbog
neprekidnosti funkcije f postoji neka okolina o(t,) tocke to takva da je f(t) # 0 za sve t € o(ty).
No, tada je fo(to) f(t)2dt >0pajei (f, f)>0.

. Ne prostoru M,,(C) definiramo preslikavanje (-, -) : M,(C) x M,(C) — C sa (A, B) = tr(AB").
Ovo je skalarni produkt na M, (C). Provjerimo mu svojstva:

(1) Za A, B € M,(C) je tr(BA*) = tr((AB*)*) = tr(AB*) pa je (B, A) = (A, B).

(2) ZaaeCiA,Be M,(C)je: (A, B) =tr((«¢A)B*) = atr(AB*) = a(A, B).

(3) Za A,B,C € M,(C)je: (A+ B,C) = tr((A+B)C*) = tr(AC*+BC*) = tr(AC*)+tr(BC*) =
(4,C) + (B, C).
(4) Neka je A = (a;;) € M,(C) \ {0}. Stoga postoje i,5 € {1,...,n} takvi da je a;; # 0. Sada

imamo:
n

<A,A> = tr(AA*) = ( k:k = ZZaklakl = ZZ |akl|2 > 0.

k= k=1 l=1 k=1 l=1

1
Dakle, (-, -) je skalarno mnozenje i (M, (C), (-,-)) je unitarni prostor.

. Na prostoru V3(O) definiramo preslikavanje (-,-) : V3(0) x V3(0) - R s

Ovo je skalarni produkt na V3(0). Provjerimo mu svojstva:

-|d@| - cos0 = |@* > 0, a jednakost vrijedi ako i samo ako je |@] = 0, tj. ako i samo

(2) (@+Db)-= @-+b-& (dokazati geometrijski https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#
/media/File:Dot_product_distributive_law.svg)


https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#/media/File:Dot_product_distributive_law.svg
https://en.wikipedia.org/wiki/Dot_product#/media/File:Dot_product_distributive_law.svg
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(3) (an) - b= (@ b), komentiraj za o > 0, < 0, = 0.
(4) @-b=|a|-|b| - cos £(@,b) = |b| - |@| - cos Z(b,@) = b - .
Zato je (V3(0O), (-,-)) unitarni prostor. Kut izmedu vektora @,b € V3(0O) mozemo racunati
koristedi relaciju:
)

S

QY

Y

cos Z(a@,b) = <

@

=

ZADATAK 1.1. Provjerite je li preslikavanje definirano s

((z1, 9, 23), (Y1, Y2, y3)) = 2x1y1 + 421y + 3T2y2 + 5T3Y3

skalarni produkt na vektorskom prostoru R3.
RJESENJE Uzmimo npr. z = (1,0,0),y = (1,1,0). Sada je

(r,y) = ((1,0,0),(1,1,0)) =2-1-144-1-143-0-1+5-0-0=6, (1.1)
(y,2) = ((1,1,0),(1,0,0)) =2-1-144-1-043-1-0+5-0-0=2. (1.2)

Dakle, postoje z,y € R? takvi da {(x,y) # (y,x) pa zaklju¢ujemo da preslikavanje nije skalarni
produkt. 0

ZADATAK 1.2. U sljede¢im zadacima C? i M,,(R) promatramo kao unitarne prostore sa standardnim
skalarnim produktom.

(a) Odredite sve z € C takve da je
((1,2),(2—14,3+2i)) =1

(b) Ako je A € M, antisimetri¢na matrica, dokazite da je (A, 1) = 0.
RJESENJE

(a) Vrijedi ((1,2),(2 —4,3 +2i)) =i ako i samo ako je 1 - (2+14)+ 2z - (3 — 2i) = i. Iz toga vidimo
da je jedino rjeSenje z = — 6 .4

= =5 _;4

3—2i — 13 13°

(b) Bududi da je A antisimetri¢na matrica, vrijedi a;; = 0 za sve i € {1,2,...,n} pajetrA=0, a
onda je (A, I) = tr(AI*) =tr A =0.
O]

Teorem 1.4. (nejednakost Cauchy -Schwarz-Bunjakovskog:) Neka je U unitarni prostor i
a,b € U bilo koji njegovi vektori. Tada vrijedi:

[{a,0)|* < {a,a) - (b, b).
Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako su vektori a i b linearno zavisni.

NAPOMENA 1.5. Na spomenutim unitarnim prostorima C' — S — B nejednakost izgleda ovako:
(1) Na F" je | Z?:l szP S (Z;;l |ajl|2) ' (Z?:l |y1|2)7 uz i, Yi € IF,Z = 17 SRS

(2) Na C([a,b]) je ([ f(t)g(t)dt)> < ([(f(£)%)dt)( [ (g(t))2dt).
(3) Na M,(C) je | tr(AB*)|* < tr(AA*) tr(BB*).
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DEFINICIJA 1.6. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F € {R,C} i ||| : V — R preslikavanje
sa svojstvima:

(1) ||lz|l > 0, za svako z € V,

(2) |||l = 0 ako i samo ako je x = 0,

(3) ||ax|| = |a|||z]| za svako x € V,

4) Nz +yll < ll=ll + [lyll, za svako z,y € V.

Tada kazemo da je ||-|| norma na V', a uredeni par (V) ||-||) zovemo normirani prostor.

NAPOMENA 1.7. (1) Neka je (U, (-,-)) neki unitarni prostor. Tada je sa
2]l = V{z,z),z €U

definirano preslikavanje ||-|| : U — R koje je norma na U pa je (U, ||-||) normirani prostor.
Prema tome, svaki unitarni prostor je ujedno i normirani prostor. No, obrat ne vrijedi. Klasa
normiranih prostora je Sira od klase unitarnih prostora.

(2) U terminima norme inducirane skalarnim produktom na unitarnom prostoru U, nejednakost
C — S — B poprima oblik
[{a, b)| < llallllo]l,

za svaki izbor a,b € U. Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori a i b linearno zavisni.

(3) Po uzoru na V3(0O) i u proizvoljnom realnom unitarnom prostoru U mozemo definirati kut
vektora z iy, uz x,y # 0 sa

(z,y)
/ = 77
€08 202 9) = eyl

Uoc¢imo da je gornja definicija dobra upravo zbog C' — S — B.
DEFINICIJA 1.8. Neka je U unitarni prostor. Za vektor a € U kazemo da je jedini¢ni ili normiran
ako je |lal]| = 1.
NAPOMENA 1.9. Svaki vektor a € U, a # 0 mozemo normirati, tj. pridruziti mu vektor ay = ﬁ

ZADATAK 1.3. Zadan je normirani prostor (Ms(C),|| - ||), gdje je norma inducirana standardnim
skalarnim produktom na M,(C). Odredite normu matrice

A=y 3]

RJIESENJE Vrijedi ||A|| = /(A, A) = \/tr(AA*) = /02 + (—i) -1 + 22 + 32 = V/14.

ZADATAK 1.4. Navedite neku bazu prostora simetri¢nih matrica reda 3, a zatim odredite duljinu svih
njenih elemenata.

RJESENJE Jedna baza prostora simetri¢nih matrica reda 3 je dana s

{Eij+ Eji:i,j=1,2,3,i#j} U{Ey,i€1,23}



1.1. DEFINICIJE I OSNOVNA SVOJSTVA 5

Sada imamo

1 Ei; + Ejill = \/<Eij + Eji, Eij + Eji)
_ \/tr((Eij + Ej)) - (Eiyj + Ej))*)
= \/tr((Eij + Eji) - (Eji + Eij))

= \tr(Bi + Ej5) = V2,

dok je

]

ZADATAK 1.5. Odredite sve jedini¢ne vektore x = (x1, 79, 23) € R3 takve da izraz |(x,a)| ima mak-
simalnu mogucu vrijednost, pri ¢emu je a = (1,2, 3). Kolika je ta vrijednost?
RJESENJE Iz C-S-B nejednakosti slijedi

[(z,a)| < [|lz]| - lal] = lla]} = v14.

Jednakost se postize ako i samo ako su vektori x i a linearno zavisni, odnosno ako i samo ako je

(xla T, ._'L'3) = )\(17 2a 3)7
za neki A € R. Kako je z jedini¢ni vektor, za jednakost je nuzno i dovoljno A = i\/%. Dakle,
maksimalna vrijednost je v/14 i ona se postize za (1, xe, x3) = j:\/%z(l, 2,3). O
ZADATAK 1.6. Dokazite da u svakom unitarnom prostoru U vrijedi relacija paralelograma, tj. da je

2 2 2 2

lz+ylI” + llz — ylI” = 2[|z[]” + 2[ly[I°,
RJIESENJE
lz+ylI* + lz = ylI* = (z +y, 2 + ) + (z —y, 2 —y)
= 2(z, ) + 2(y,y) = 2||lz* + 2||y||".

ZADATAK 1.7. Neka je U realan unitaran prostor i neka su x,y € U. Dokazite da vrijede sljedece
tvrdnje:

(1) llzll = [lyll ako i samo ako je (x +y,x —y) = 0.
(2) llz+yl* = [lz]|* + lylI* ako i samo ako je (z,y) = 0.
RJESENJE

(1) (x4+y,x—y) =0 < (z,z) — (x,y) + (y,x) — (y,y) = 0. Kako je U realan unitaran prostor,
toje (z,y) = (y.x) paje (x+y,z—y) =0 < [z = |yl <= ll=]| = Iyl

(2) |I$+yllz - (wéry,:ctw = (z,2) + (&) + (. 2) + (y,y) = ||zl + 2(z,y) + [ly|*. Stoga je
|z +y|I” = ||lz||” + ||ly||” ako i samo ako je (z,y) = 0.
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1.2 Ortonormirani sustavi vektora

DEFINICIJA 1.10. Neka je U unitarni prostor i a,b € U. Kazemo da je vektor a ortogonalan
(okomit) na vektor b i pisemo a L b ako je (a,b) = 0.

NAPOMENA 1.11. (1) Ako je vektor a okomit na vektor b, onda je i b okomit na a.

(2) Nul-vektor je okomit na sve vektore i to je jedini vektor s tim svojstvom.

ZADATAK 1.8. Zadani su polinomi p(z) = 1+ 2? i ¢(z) = > + 2 — £ u unitarnom prostoru P, sa
skalarnim produktom

1
(p,q) = / p(x)q(z)dz.
—1
Ispitajte jesu li p i ¢ ortogonalni.

RJESENJE Vrijedi (p,q) = fjlp(a:)q(x)dx =0, dakle, p i ¢ su ortogonalni polinomi.

DEFINICIJA 1.12. Neka je S = {ay,...,a,} skup vektora iz unitarnog prostora U sa svojstvom da
jea; #0zai=1,...,m. Kazemo da je skup S
1. ortogonalan sustav vektora ako je a; L ay za sve i,k € {1,...,m},i # k.
2. ortonormiran sustav vektora ako je S ortogonalan sustav vektora i vrijedi ||a;|| = 1 za sve
1=1,...,m.

Specijalno, ako je S ortonormiran skup i baza, kazemo da je S ortonormirana baza za U.

NAPOMENA 1.13. Svaki ortogonalni skup vektora {ai,...,a,} takvih da je a; # 0 za sve i €
{1,---,m} je linearno nezavisan. Zaista, neka su o, ..., a,, € F skalari takvi da je

aray + -+ apa, = 0.
Za priozvoljan 1 < j < m, skalarnim mnoZenjem obje strane jednakosti s a; dobivamo
(aj,aj)a; = (ag, aj)ay + -+ (O, @)@y = (@101 + - -+ + Qpam, ;) = (0, o))

pa je (a;, a;) = 0 odakle slijedi a; = 0. Dakle, oy = - -+ = o, = 0, §to smo i trebali dokazati.
Nadalje, ako je dimenzija unitarnog prostora U jednaka n i {ay, ..., a,,} ortogonalni sustav u prostoru
U pri ¢emu su svi a; # 0, onda je m < n.

ZADATAK 1.9. Neka je {ay,aq, ..., a,} ortogonalni sustav vektora u U. DokaZite Pitagorin teorem:
lar + -+ aml* = llaa* + -+ amll”.

RJESENJE Po pretpostavci je (a;, a;) = 0 za ¢ # j. Stoga je

m

lar + ..+ aml® = a1+ amar+ . tan) =YD lana) =Y fai*.
j =1

=1 j=1

Neka je sada {ay, ..., a,} proizvoljan linearno nezavisan skup vektora unitarnog prostora U. Zelimo
pronadi ortonormirani sustav vektora {ey, ..., e, } iz U takav da vrijedi [{a1, ..., an}] = [{€1,. .., em}],
tj. zelimo konstruirati ortonormiranu bazu za [{as, ..., am}.

Teorem 1.14. (Gram - Schmidt) Neka je S = {ay,...,an} linearno nezavisan sustav vektora iz
unitarnog prostora U. Tada postoji sustav vektora T = {e1,...,en} v U sa svojstvima:
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(1) T je ortonormirani sustav

(2) {ar,...,ax}) = [{e1,...,ex}] za sve k=1,...,m.

NAPOMENA 1.15. (1) Vektore

{e1,...,em}

definiramo induktivno s:

k—1
elzi, bk:ak—zmk,ei)ei, ek:b—k, k=2 m.
laa] 16l

i=1

(2) Iz gornjeg teorema slijedi da svaki kona¢nodimenzionalni unitarni prostor ima ortonormiranu
bazu.

(3) Svaki ortogonalni sustav u kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru moze se nadopuniti do
ortogonalne baze tog prostora.

ZADATAK 1.10. U unitarnom prostoru R? sa standardnim skalarnim produktom dani su vektori a; =
(1,2,2),a2 = (1,—2,0) i a3 = (—1,0,1). Dokazite da su ti vektori linearno nezavisni i ortonormirajte
ih.

RJESENJE Imamo e; = H;‘—i” = %(1,2, 2). Nadalje, by = as — (as, e1)e; = %(4, —4,2) paje eg = HZ_EH =
%(2,—2,1). Konacno,
1
bs = az — (as, e1)e; — (as, ez)ex = 5(—87 —4,38)
pa je e3 = ”Z—g” = 3(—2,-1,2). Posto je dim[{ay,as,a3}] = dim[{e1,es,e3}] = 3, to su vektori
ai, as, az linearno nezavisni.
NAPOMENA 1.16. Opéenito, vektori {aj,...,a,} su linearno zavisni ako i samo ako se postupak

ortogonalizacije ne moze provesti.

ZADATAK 1.11. U unitarnom prostoru Ps, skupa polinoma s realnim koeficijentima stupnja manjeg
ili jednakog dva, sa standardnim skalarnim produktom

<p,CJ>=/ p(t)q(t)dt, p,q € Po

1

ortonormirajte standardnu bazu {1,¢,t*}.

RJESENJE Uvedimo oznake p;(t) = 1, po(t) =t, ps3(t) = t*. Uocimo da je

R N e
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Stoga je e1(t) = \/Lipl (t) = \/Lﬁ Dalje imamo

bo(t) = pa(t) — (pa, er)er(t) =t —% (/ tdt) =t % : %tQ

= = ™ 0=
bs(t) = ps(t) — (ps, e1)er — (p3, e2)en =2 — = (/thdt) — ;t (/11 t3dt> — 2 %

on(t) = bs(t) _ 1 8 1
S(t) ||b3|| fjl(tQ _ %>2dtb3(t) 8 (t 3)

[\]

ZADATAK 1.12. U unitarnom prostoru Ms(C) sa standardnim skalarnim produktom

(A, BY = te(AB*), A, B € My(C)

. 11 0 0 [1 1 1 =11 . . . . |11 .
ortonormirajte bazu {{0 O] , [1 2] , [_1 1} , [_2 1 ]} i prikazite matricu A = [1 1] u toj

ortonormiranoj bazi.

RJESENJE Uvedimo oznake
1 1 00 1 1 1 -1
e 3 R R R g ey

Sada je

—
O =
—_

ﬂnm—%k
R

Ey =

Hle\ V5 (12

By = -
1Bs|| /45

1 1 1 1 110 0 110 0
By = Az — (A3, E1) By — (A3, Ey) By = {_1 1} - [0 0] 5 [1 2] =5 {—6 3]
1 -1 0 0
- A4 - <A4>E1>El - <A4a E2>E2 - <A47E3>E3 = { } - {_2 1}
By 1 {1 —1]

By 1 {0 0]
1 -1
0 0
B, = — = ___
B v2looo

—6 3
Znamo da je A= <A, E1>E1 + <A,E2>E2 + <A, E3>E3 —+ <A’ E4>E4 = \/§E1 + %EQ — \/LL?)E?’

DZ 1.1. U kompleksnom unitarnom prostoru C? sa standardnim skalarnim produktom odredite or-
tonormiranu bazu prostora razapetog vektorima

—(1+i,1—4,1), b=(1—144244) 1 c=(i,3—2i4).
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1.3 Ortogonalni komplement

DEFINICIJA 1.17. Neka je U kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i M, N neki njegovi podskupovi.
Kazemo da su skupovi M i N ortogonalni, i pisemo M L N, ako je (a,b) =0, zasvea € M,be N.

DEFINICIJA 1.18. Neka su L i M potprostori unitarnog prostora U. Suma potprostora L i M, L+ M,
je ortogonalna ako je L L M. Pisemo L & M.

DEFINICIJA 1.19. Neka je U unitaran prostor i ) # S C U. Ortogonalni komplement skupa S je

skup
St={recU:(x,y)=0,YycS}.

CINJENICE 1.20.
1. Sigurno je (0,x) =0, za sve x € S, pa je 0 € S*. Specijalno je St # ().
2. U+ ={0}.
3. {0}t =U.
4. St < U, zasvaki S CU.
5. S+ =[5+
6. dim St = dim U — dim[9].

7. Za svaki x € U postoje jedinstveni a € L i b € L* takvi da je = a + b (jo§ vrijedi da je
(a,b) =0).

8. Neka je M potprostor kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora U. Tada vrijedi (M L) =M.
ZADATAK 1.13. U prostoru R® potprostor M razapet je vektorimaa = (1,2,3,—1,2)ib = (2,4,7,2, —1).
Odredite M*.

RJESENJE Prvi nac¢in: Skup {a, b} je sustav izvodnica za M. Zato je M = [{a,b}]. Slijedi da je
x € M+ ako i samo ako je (x,a) = 0i (z,b) = 0. Dakle, x = (x1, Zo, 13, 74, 75) € M+ ako i samo ako
je

[I§'1+2$2+3$3— $4+2.’L’5:O

2$1+4SL’2+7$3+2$4— 3?5:0‘

Ovo je homogen sustav i skup svih njegovih rjesenja je M+. Rjesenja su

(1,9, T3, 24, 75) =1 (—2,1,0,0,0) +s(13,0,—4,1,0) +t (—17,0,5,0,1), 7r,s,t € R.

~"~ ~~ ~~
=:Uu =v =w

Prema tome je M+ = [{u,v,w}] i baza za M+ je {u,v, w}.
Drugi na¢in: Nadopunimo linearno nezavisni skup {a, b} do baze za R5. Uzmemo li npr.

¢=(1,0,0,0,0), d = (0,1,0,0,0), e = (0,0,1,0,0)

tada ¢e skup {a,b,c,d, e} biti baza za R®. Ortonormiramo li tu bazu po GS postupku, dobit ¢emo
ortonormiranu bazu {ey, eq, 3, €4, €5} za R® za koju vrijedi [{a, b}] = [{e1, e2}]. Stoga je M = [{e1, 2}
pa je M+ = {es, e4, e5}. Postupak ortogonalizacije baze {a, b, c,d, e} ostavljamo za zadacu. O
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ZADATAK 1.14. U unitarnom prostoru M3(R) sa standardnim skalarnim produktom dan je potprostor
M ={X € M3(R) : XA = X}, pri ¢emu je

A:

—_ =
O = O
—_— O O

Odredite M*.
RJESENJE Odredimo najprije bazu za potprostor M. Uoc¢imo da je X € M ako i samo ako je
X(A—1I)=0. Neka je

Tada mora vrijediti

a b c] [000 000
d e fl-{1 0o0|l=10oo0 0],
g h il |1 00 000

odnosno b+c =0, e+ f =0, h4+1 = 0. Stoga je X € M ako i samo ako vrijedi c = —b, f = —e,i = —h,
odnosno ako i samo ako je X oblika

a b —b
d e —e
g h —h
Stoga je jedna baza za M dana sa
1 00 01 —1 000 00 O 0 00 00 O
000,00 Of,|T 00,01 —=1(,]0 0 O0f,|0 O O
0 00 00 O 0 00 0 0 O 100 01 —1

Oznac¢imo te matrice redom s By, By, By, By, Bs, Bg. Vrijedi Y € M+ ako i samo ako je vektor Y
okomit ne sve vektore baze za M. Dakle,

Y —

O & R
SIS NS

z
w| e M+
q

=~

ako i samo ako je (Y, B;) =0 za sve i € {1,2,3,4,5,6}, odnosno ako i samo ako je

r=0,y—2z=0u=0v—w=0,0=0,p—q=0.

Dakle, M+ = ly,v,p € R

o o o
SS TS IINS
SIS IS
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